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제9장 가산성 

가산집합( from 집합론)

  집합  는 가산집합이다.  

정의⇔  집합  로부터 자연수집합 N으로 가는 1-1 함수(단사함수)가

    존재한다.

[예제] 

  (1) 모든 유한집합은 가산집합이다.

  (2) 모든 수열의 치역은 가산집합이다.

  (3) 정수집합은 가산집합이다.

  (4) 유리수집합은 가산집합이다.

  (5) 실수구간 은 비가산집합이다.

  (6) 실수집합은 비가산집합이다.
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가산족 ( from 집합론)

  집합족  는 가산족이다  

정의⇔  ∃  가산집합   :     ∈  
제1가산공간 

 위상공간 는 제1가산공간이다. 

   
정의⇔  ∀∈∃ : 가산국소기저 of 

제2가산공간 

 위상공간  는 제2가산공간이다. 

   
정의⇔  ∃ : 가산기저 of 위상 
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[예제1.1] 모든 거리공간은 제1가산공간이다.

  (풀이) 거리공간의 한 점 에 대하여 중심을 에 둔 열린구들의 집합

          ⋯은 가산집합이고, 또 점 의 

       국소기저가 된다. 

[예제1.2] 모든 이산공간은 제1가산공간이다.

  (풀이) 이산공간 의 모든 집합은 개집합이므로, 임의의 한 점   에

        대하여, 한 점 집합 는 개집합이다. 점 를 포함한 임의의

        개집합 은 점 를 포함하므로 집합   는 점 의

        국소기저가 된다.

        집합 는 유한집합이므로 가산집합이 된다. 즉 이산공간 의 

        가산국소기저가 존재하므로 는 제1가산공간이다.
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[문제2, p249] 

  점 의 가산국소기저   ⋯가 존재하면

  점 의 축소국소기저   ⋯: (∀∈N ⊃ )
  가 존재한다. 

 (증명)

       
       ∩
       ∩∩
      ⋯
      로 놓으면  당연히 ∀∈N ⊃이 되고,

      ∈∀  개집합,  ∃∈N p∈Gn ⊂G
     이므로 ∃∈N ∈ ⊂ ⊂ 이다.

     그러므로   ⋯는 축소국소기저이다.  █
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[문제3, p249] 

    ⋯가 점 의 축소국소기저이고, ∀∈N ∈
  이면  → 이다.

 (증명) 

      ∈∀  개집합, 이 국소기저이므로,

        ∃∈N ∈ ⊂ 이다.

      그런데 ∈ 이고, 축소국소기저이므로 ( ≥  ⇒ ⊂)
      이다, 그런데 ∈  이므로 ( ≥  ⇒ ∈ ) 이다. 

      여기서  ⊂ 이므로 ( ≥  ⇒ ∈ ) 이다.

      따라서 ∈∀  개집합,  ( ≥  ⇒ ∈ ) 이다.

      즉  → 이다.  █

    
        



한남대학교 수학과 김상배 교수
- 7 -

[정리 9.1] 가 제1가산 공간인 함수    →  에 대하여,

            가 점 에서 연속  ⇔    가 점 에서  점열연속 

 (증명)
  참고 : 함수   → 은 점 에서  점열연속이다.

       
정의⇔  (  점열→  ⇒  점열→  ) 

  (⇒) 

     1학기때 “[명제7.6] 모든 연속함수는  점열연속이다.”에서 증명함. 

  (⇐) 

        ⋯를 점 의 축소국소기저(⊃ )라 하자.

      만약   가 점 에서 연속이 아니라고 가정하면, 

            ∃  개집합 of   : (1) ∈  

                                (2) ∀∈N , ∈⊂   
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            ⇒∀∈N , ∃∈ : ∈     
            ⇒∀∈N , ∃∈ : ∈ 

      는 축소국소기저이므로, by (#3 p249)에 의하여 →이다. --[1]

      그런데 ∈  : 개집합,  ∀∈N , ∈ 이므로

      → 이다. --[2]

      그러므로 [1],[2]에 의하여  점열연속이 아니다.   █

[예제2.1] 보통위상을 가진 실수공간 R은 제2가산공간이다.

  (풀이)    ∈Q≈Q ×Q≈N이므로 는 가산족이다. 

   가 실수공간의 기저가 됨을 보이자. ∀∈ , 개구간들이 

     의 기저이므로, ∀∈ , ∃개구간  : ∈⊂
    여기서 ∃  ∈Q : ∈  ⊂ ⊂ 임을 알 수 있다.

    따라서  ∪∈  , 여기서 ∈이다.   █
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[예제2.2] 이산위상을 가진 실수집합 위에 위상공간 R의 기저가 되기

    위해서는 단일원 집합을 모두 포함해야 한다. 따라서 그 기저는

    가산집합이 아니다. 그러므로 R는 제2가산공간이 안된다.

[명제9.2] 모든 제2가산공간은 제1가산공간이 된다.  

 (증명)

     를 제2가산공간 의 가산기저라고 하고, ∈라고 하자.

      ∈  ∈는 의 부분집합이므로 가산집합이 된다.

     또한 ∈∀  개집합에 대하여,

         가 기저이므로, ∃∈ : ∈⊂ 이다.

     따라서 ∈이다.  그러므로 는 의 국소기저가 된다.

     따라서 는 제1가산공간이 된다.   █
   
[참고] 예제1.2와 예제2.2.에 의하여 위 [명제9-2]의 역은 성립하지 않는다.



한남대학교 수학과 김상배 교수
- 10 -

개피복과 부분피복

  1) 집합족   ∈는 집합 의 피복이다.  

     ⇔ ⊂ ∈∪   
  2) 집합족   ∈는 집합 의 개피복이다.  

    ⇔ ⊂ ∈∪  ∧ (∀∈  : 개집합)

  3)  는  의 부분피복이다.  

    ⇔   와   모두 어떤 집합의 피복이고,  ⊂  이다.
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[정리9.3] by 린델레프 

   제2가산공간에 있는 어떤 집합의 개피복은 가산 부분피복을 갖는다.

 

 (증명)

   를 제2가산공간 의 가산기저라고 하고,  를 집합 의 개피복

   이라고 하자. 즉 ⊂∪  이다.  그러므로 ∀∈ ∈∃∈
   이다.  는 개집합이고, 가 의 기저이므로, 

   ∃∈ : ∈ ⊂이다.  여기서 ⊂∪  ∈이다.

     ∈⊂   이므로   ∈는 가산집합이다. 따라서 

                    ∈   ∈N
   로 놓을 수 있다.  그런데  ⊂이므로

      ⊂∪  ∈∪  ∈N⊂∪  ∈N
   그러므로   ∈N는 의 가산 부분피복이다.   █
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[정리9.4] by 린델레프 

   제2가산공간의 모든 기저에 대하여, 그 기저의 가산부분집합인 기저를

   만들 수 있다.

 (증명) 

    의 가산기저를    ∈N라고 하고,  를 의 임의의 기저

    라고 하자.  도 기저이므로 안의 개집합 을  의 원소의 합집합

    으로 표시할 수 있다. 즉 ∀∈N∃⊂  : ∪ ∈ 
    이다. 는 의 개피복이므로, by [정리9-3] ,∃가산개피복 ⊂   
    : ⊂∪ ∈이다. ∪ ∈⊂∪ ∈이므로

    ⊂∪∈⊂∪∈  , 즉 ∪∈
    이다.    ∈N가 기저이므로   ∈N∪   도 기저가 되고

    는 가산집합 들의 N개의 합집합이므로 가산집합이다.   █
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가분공간 

  위상공간 는 가분공간 (또는 분리가능공간)이다. 

   
정의⇔가 가산 조밀부분집합을 포함한다.

   ⇔ ∃가산집합  :   

[예제 3.1] 보통위상을 갖는 실수공간 R은 유리수집합 Q이 가산이고,

     Q R 이므로 R은 가분공간이다.

[예제 3.2] 이산위상  을 갖는 실수집합 R위의 위상공간 R 에서

    모든 집합이 개집합임과 동시에 폐집합이라서, 모든 부분집합   

    대하여   이다. 그러므로 가 조밀부분집합, 즉 R
    이라면  R이 되어 R이다.  R은 비가산이므로 도

    비가산이고, 따라서 위상공간 R 는 가분공간이 될 수 없다. 
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[명제 9.5] 모든 제2가산공간은 가분공간이다. 

  (증명)

    가 가산기저    ∈N(≠ )를 갖는다고 하자. 그럼

    ∀∈N  ∃∈이다.  여기서    ∈N는 가산집합이다.

    임을 보이자.  우선  ⊂′을 보이기 위하여 ∈
    라고 하자. ∈∀ :개집합,  이 기저이므로 ∃  : ∈ ⊂ 

    이다.  ∈N이므로  ∈이지만 ∈이므로 ≠이다. 

    또한 ∈이므로 ∈∖∩≠ 이다.  따라서 ∈′
    이다. 그러므로  ⊂′ ⇒  ∪ ⊂∪′ 
                           ⇒∪ ⊂∪′    

                           ⇒   (이유 : ⊂ )

    결국 는 의 가산인 조밀부분집합이다. █
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[문제 15, p253] 거리공간 에서의 열린구   안의 점 에 대하여

    이고,    이면,  ∈⊂ 이다.

 (증명)

    1)        이므로  ∈ 이다.

    2) ∈ ⇒   
                  ⇒ ≤ 
                            ≤        
                  ⇒ ∈
       따라서 ⊂      █
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[정리 9.6] 거리공간이고 가분공간이면 제2가산공간이 된다. 

  (증명) 

    가 가분공간이면 ∃가산집합 ⊂  :   이다. 그러므로

        ∈ ∈Q는 가산집합이다. 여기서 가 기저가 

    됨을 보이자.  ∀∈∀  개집합에 대하여, 는 거리공간이므로,

    ∃⊂  이다.     이므로 ∃∈ :   
           이 되는 유리수 를 잡으면, [문제 15, p253]에 의해,

     ∈⊂ 이 된다. ∈이고 ⊂
     이므로, ∀∈∀  ,  ∃∈  : ∈⊂  이다.

     그러므로 는 기저가 된다. 즉 가산기저이다.     █
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유전적 성질 

  위상공간 가 성질 P를 가질 때, 그 부분공간도 모두 성질 P를 가지면  

  성질 P를 유전적 성질이라고 한다. 

[예제]  제1가산, 제2가산은 유전적 성질이다. 
       하지만, 가분공간의 부분공간이 반드시 

       가분이 되는 것은 아니다. 

       즉 가분성은 유전적 성질이 아니다. 

[문제 13-14, p252]

   를 직사각형 × 들에 의해 생성된 평면 R상의 위상이라

   하자.  모든 직사각형이 유리수 점 를 포함하기 때문에, 

   Q ×Q는 R에서 조밀하다. 는 가산집합이므로  R 는
   가분공간이다.  그런데 직선       는 이산위상이 

   되므로 가분공간이 아니다. 
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[참고] 가분성은 위상적 성질이다.
  (증명)

     위상동형

       ⇒∃전단사함수   →
      : 가분공간

     ⇒∃가산집합⊂  
      ⇒  
      ⇒ 
      ⇒⊂  by 연속함수의 임의밀착성.

      ⇒   
      ⇒  : 가분공간 since ≅  : 가산집합

     그러므로 가분성은 위상적 성질이다.   █
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제10장 분리공리 공간

  위상공간 는 공간이다.

정의⇔  ∀ ≠∀∈∃개집합   : ∈ ∈ ∈ ∈ 

공간(=하우스도르프 공간)(Hausdorff Space)

     위상공간 는 공간이다.

  
정의⇔  ∀ ≠∀∈ , ∃개집합   : ∈ ∈ ∩  

정칙공간

     위상공간 는 정칙공간이다. 

   
정의⇔  ∈∀ 폐집합, ∃개집합   : ( ∈ ⊂ ∩   )
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공간

   위상공간 는 공간이다. 

   
정의⇔  위상공간 가 정칙공간이고, 또한 공간이다.

정규공간

    위상공간 는 정규공간이다. 

 
정의⇔∀∩   폐집합,

           ∃개집합   : (  ⊂ ⊂ ∩  )공간

   위상공간 는 공간이다. 

   
정의⇔  위상공간 가 정규공간이고, 또한 공간이다.
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[정리 10.1]  는  공간이다.

        ⇔  ∀∈ 가 폐집합이다.

 (증명) 

   ( ⇒ )  ∈⇒ ≠
                   ⇒∃개집합   : ∈ ∈ ∈ ∈ 

                   ⇒∃개집합  : ∈ ⊂   
                   ⇒∃개집합  : ∈ ⊂  
         그러므로  ∪  ∈ :  개집합들의 합집합

         ⇒   : 개집합

         ⇒   : 폐집합

 ( ⇐ )  ∀ ≠∀∈ 에 대하여, 

          는 폐집합 
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           ⇒      는 개집합,  또한 ∈ ∈  

         ≠  ⇒ ∈ ∈         █

[따름정리 10.2]  는  공간이다.

                ⇔ 는 위의 여유한위상을 포함한다.

 (증명)
       가 위상

    ⇔ 모든 단일원집합이 폐집합이다.  (∵ 정리10.1)
    ⇔ ∀유한집합 가 폐집합 (∵  :유한개의 단일원집합들의 합집합) 

    ⇔ ∀유한집합의 여집합은 개집합이다.  

    ⇔ 여유한위상을 포함한다.     █

[예제 1.1]  모든 거리공간은 공간이다. 왜냐하면 거리공간에서 모든

  유한집합은 폐집합이기 때문이다. 
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[예제 1.2]     로 주어진 위상공간 은 
  공간이 아니다. 왜냐하면 단일원 집합 가 폐집합이 아니기 때문이다. 

[예제 1.3] 여유한위상은 위상이 되게 하는 위상중에서 가장 거친 위상

   이다.  따라서 여유한위상을 위상이라고도 부른다. 

공간(=하우스도르프 공간)(Hausdorff Space)

     위상공간 는 공간이다.

  
정의⇔  ∀ ≠∀∈ , ∃개집합   : ∈ ∈ ∩  

[정리10.3] 모든 거리공간은 공간이다.

   (증명)  를 거리공간이라 하자
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         ∈ ≠
      ⇒      

      ⇒ ∃  열린구       
         여기에서 ∈ ∈  이고 ∩  이다.    █

[예제2.2] 실수집합 위의 여유한위상공간R  은 가 아니다.

  (증명)   가  -개집합(≠ ≠ ) 

     ⇒   은 유한집합이다. 

     ⇒ 은 무한집합이다.  
∗⇒   ∩≠

    여기서 ∗  : (∩   ⇒ ⊂  
                            ⇒ 무한집합 ⊂ 유한집합 !! )    █

[정리10.4]  공간에서 수렴열은 유일한 극한을 갖는다.

  (증명) 
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       점열   이 유일한 극한을 갖지 않는다 

     ⇒ ∃≠ :  → →     

     ⇒ ∃  개집합 : ∈ ∈ ∩    by ( )
     ⇒  ∃  : (  ⇒ ∈ )  by →    

         ∃  : ( ⇒ ∈ )  by →
    만약  max 이라면

         ∈∩ 이다. 이것은 ∩ 에 모순이다.

    따라서  점열   은 유일한 극한을 가져야 한다.    █

 

[정리10.5]  위상공간 가 제1가산공간이면, 

         가 공간  ⇔ ∀수렴열이 유일한 극한을 갖는다.
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  (증명)
    ( ⇒ ) by 정리10.4

    ( ⇐ )  만약 가 공간이 아니라면, ∃∈ ≠ : 
           ∈∀  개집합,  ∈∀ 개집합, ∩≠이다. --(1)

         가 제1가산공간이므로, 의 가산축소국소기저 와     

          의 가산축소국소기저 가 존재한다. 그런데 by(1),

       ∩≠이다. 그러므로 ∃∈∩이다.  

      와 가 가산축소국소기저이므로  →  → 이다.

       ≠ 이므로 수렴열    은  유일한 극한을 갖지 못한다.  █

정칙공간

     위상공간 는 정칙공간이다. 

   
정의⇔  ∈∀ 폐집합, ∃개집합   : ( ∈ ⊂ ∩   )
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공간

   위상공간 는 공간이다. 

   
정의⇔  위상공간 가 정칙공간이고, 또한 공간이다.

[예제 3.1] 집합    로 주어진 위상공간

  에서, 폐집합들은 이어서 은 정칙공간이다.

  그런데 집합는 유한집합인데 폐집합이 아니다. 그러므로

  정리10.1 에 의하여  은 공간이 아니다. 

[예제 3.2] 모든 공간은 공간이다. 

  (증명)  를 공간이라고 하자.

       ∈ ≠ 
            ⇒ 1)   는 폐집합 ( ∵  는  ) 
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            2) ∈  ( ∵ ≠ )
            ⇒ ∃개집합   : ( ∈ ⊂ ∩   )

            ⇒ ∃개집합   : ( ∈ ∈ ∩   )

        그러므로 를 공간이다.  █

[숙제] 다음을 증명하여라.

     위상공간 는 정칙공간 

     ⇔  ∀∈∀ 개집합,  ∃ 개집합 : ∈⊂  ⊂
정규공간

    위상공간 는 정규공간이다. 

 
정의⇔∀∩   폐집합,

           ∃개집합   : (  ⊂ ⊂ ∩  )
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공간

   위상공간 는 공간이다. 

   
정의⇔  위상공간 가 정규공간이고, 또한 공간이다.

[정리 10.6] 위상공간 는 정규공간 

     ⇔ ∀ 폐집합 ⊂ ∀ 개집합,  ∃ 개집합 : ⊂⊂  ⊂
 (증명)
   ( ⇒ )   폐집합 ⊂ 개집합  

       ⇒ 폐집합 ,    폐집합 , ∩   
        ⇒ ∃  개집합 : (⊂  ⊂ ∩   ) by  :정규

        ⇒ ⊂ ,  는 폐집합, ⊂ ,  ⊂  

        ⇒ ⊂ ,  ⊂ ,  ⊂
        ⇒ ⊂ ⊂  ⊂  
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   ( ⇐ )  ∩   폐집합, 

         ⇒ 폐집합  ⊂ 개집합

         ⇒ ∃ 개집합 : ⊂⊂  ⊂  by 가정

         ⇒   ⊂  ,  ⊂  
 

          
로 놓으면 ⊂ 개집합 이고,  

          ⊂  ⇒   ⊂ ⇒⊂ ⇒∩ 
        그러므로  ⊂개집합 , ⊂ 개집합, ∩    █

[예제 4.1] 모든 거리공간은 정리8.8에 의하여 정규공간이다.  

[예제 4.2] 정규공간이 공간이 아닐 수 있다. 

   (예)     로 주어진 위상공간 

     을 생각하여 보자.  폐집합은  이라서 
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     서로 소인 폐집합들   중에 적어도 하나, 예를 들어 은
     이어야 한다. 그럼  ⊂⊂ ∩  가 되어 은
     정규공간이다. 하지만 단일원 집합 는 폐집합이 아니라서,

      은 공간이 아니다.   █

[예제 4.3] 모든 공간은 공간이다. 

  (증명) ∈ 폐집합 이라하자.

    ⇒ ∩   ,  는 폐집합이다. by 공간

    ⇒ ∃개집합   : ( ⊂ ⊂ ∩  ) by정규공간

    ⇒ ∃개집합   : ( ∈ ⊂ ∩  )   █

 [예제] 거리공간은 이다.

  (설명) 정리10.3과

        예제4.1의 결과
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유리존의 보조정리

   가 정규공간 이고, 가 폐집합 in  , ∩  이라면,

   ∃연속함수    → :       .
 (증명-스케치)

    ∩    

       ⇒ 폐집합  ⊂ 개집합

       ⇒ ∃개집합   :  ⊂⊂⊂  , by 정리10.6

       ⇒ ∃개집합    , by 정리10.6 again,

             :  ⊂ ⊂⊂⊂⊂ ⊂⊂ 
       이 방법으로 계속하면,  

           ∀∈      ∈N ∈N, ∃개집합  
            : (   ⇒⊂ ) 
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     함수   →  를 다음과 같이 정의하자.

                     in f  ∈∈ ∈
     그러면        이 되고, 함수 는 연속임을

     보일 수 있다. (참조 p273 증명)   █

유리존의 거리화정리

     위상공간 가  이고, 제2가산공간이면, 는 거리화 가능하다.

  (증명-스케치)

      가  이고, 제2가산공간 

        ⇒   는 힐버트공간 의 부분공간과 위상동형이다. 

        ⇒   는 거리화가 가능하다.    █ 
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 (참고) 가 가분공간인 경우 역도 성립한다.

    즉, 거리공간 이고 가분공간  

      ⇒ 는 공간 이고 제2가산공간,

              by 예제4.1, 정리9.6 

점을 분리하는 함수족

   함수족     →  ∈  는 점을 분리한다. 

   
정의⇔  ∀∈≠∃∈ : ≠

(예제5.1)  함수족     R→R    sin ∈N  는 점을 

   분리하지 않는다. 왜냐하면  ∀∈N ,      ≠ 
   이기 때문이다. 
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[명제10.9]  함수족 R   →R    연속함수 가 점을

   분리하면, 는  공간이다. 

 (증명) 가정에 의하여, 

   ∀∈≠∃∈R : ≠이다.

   실수공간 R 은 공간이므로,

      ∃  개집합 : ∈ ∈ ∩ 
   함수 는 연속함수이므로, 

       ∈   개집합, ∈   개집합,   ∩    
   그러므로 는  공간이다.     █
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완전정칙공간

   위상공간 는 완전정칙공간이다. 

  
정의⇔∀∈∀ 폐집합 , ∃연속함수  → :      

[명제10.10] 모든 완전정칙공간은 정칙공간이다.

  (증명) 를 완전정칙공간,  는 폐집합 in 이고, ∉ 이라고 하자.

      가 완전정칙공간이므로,

             ∃연속함수  → :      
     실수공간 R은 공간이고, ≠ 이므로, 

            ∃개집합   : ∈ ∈ ∩   이다. 

     가 연속함수이므로  ∈  개집합, ⊂   개집합 이고

     ∩   이므로   ∩      이다.

     그러므로 를 정칙공간이다.      █
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공간 

   완전정칙공간을 공간 (티호노프 공간)이라고 한다.  

   (주목) 

     1) 공간이면 공간도 되고,  유리존의 보조정리에 의하여

        완전정칙공간이므로 완전정칙공간, 즉 공간이 된다. 

    2) 공간이면 공간도 되고, 명제 10-10에 의하여 정칙공간이

       되므로 공간이 된다.

[명제10.11] 가 완전정칙공간이면, 공역이 실수공간인 연속함수족

   R는 점을 분리한다. 
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  (증명) ∈≠라고 하자. 가 이므로 는 폐집합이다.

        ∈이고, 가 완전정칙공간이므로,

       ∃연속함수  → :     이다. 

        ∈R이고 ≠이므로,

        R는 점을 분리한다.      █
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 제11장 콤팩트성(Compactness) 

피복, 개피복, 부분피복

  1) 집합족   ∈는 집합 의 피복이다.  

     ⇔ ⊂ ∈∪   
  2) 집합족   ∈는 집합 의 개피복이다.  

    ⇔ ⊂ ∈∪  이고 (∀∈  : 개집합) 이다.

  3)  는  의 부분피복이다.  

    ⇔   와   모두 어떤 집합의 피복이고,  ⊂  이다.

[하이네-보렐 정리]

   실수에서 유계인 폐구간의 모든 개피복은 유한 부분피복을 갖는다.
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 콤팩트집합

  위상공간 의 부분집합  는 콤팩트이다. 

  
정의⇔   의 모든 개피복이 유한 부분피복을 갖는다. 

[예제2.1] 하이네-보렐 정리에 의하여 실수공간에서 모든 유계폐구간은

   은 콤팩트이다. 

[예제2.2] 위상공간에서 유한집합은 반드시 콤팩트이다. 

[예제2.3] 실수보통위상공간에서 개구간  은 콤팩트가 아니다.

   (이유) 개구간족    ⋯      은 를 덮는데,

         안에서 유한개의 구간들을 찾아서 를 다시 덮을 수는 없다. 
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[정리11.1] 콤팩트 집합의 연속함수의 상은 콤팩트이다. 

  (증명) 함수    →를 연속함수라 하고, ⊂를 콤팩트집합이라

    하자.   를 의 상  의 개피복이라 하자.

    그러면   ⊂ ∪ 
             ⇒⊂   ∪  
                   ∪    
    여기에서 가 연속함수이므로    은 개집합이다. 

        는 의 개피복이고 는 콤팩트이므로 유한 부분피복 

           ⋯   이 존재하여 

              ⊂   ∪   ∪⋯∪     이다.
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    따라서 ⊂    ∪   ∪⋯∪     
                      ∪    ∪⋯∪    
                 ∪∪⋯∪     
    그러므로 는 콤팩트 집합이다.         █

콤팩트성은 다음 정리에 보는 것처럼 집합의 절대적성질이다.

[정리11.2]  가 위상공간 의 부분집합 일 때,

 가 에 관하여 콤팩트 ⇔ 가 상대위상 에 관하여 콤팩트이다.

  (증명)  (숙제)

 [정리11.3] 콤팩트공간의 폐집합은 콤팩트이다. 

  (증명) 다음 페이지에.
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     집합 가 콤팩트공간 에 속한 폐집합 

       ⇒  는 개집합  

       를 의 개피복

    ⇒ ⊂ ∪ 
    ⇒ ∪⊂  ∪∪ 
    ⇒ ⊂  ∪∪ : 개피복,  여기서 는 콤팩트이므로, 

    ⇒ ∃⋯ :  ⊂∪∪⋯∪∪ 
    ⇒  ∪  ⊂∪∪⋯∪∪ 
    ⇒  ⊂∪∪⋯∪ ,  이유:  는 를 덮지 못하므로.

   그러므로 는 콤팩트이다.          █
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유한교차성

   집합족   ∈ 는 유한교차성을 갖는다. 

  
정의⇔ ∀유한집합 ⊂  , ∩  ∈ ≠

* 집합족   ∈ 는 전체교차성을 가진다. 
정의⇔∩  ∈ ≠

[예제 3.1] 개구간족       ⋯은 유한교차성을

   갖는다. 왜냐하면

     ∩∩⋯    ≠,   min⋯
   이기 때문이다. 그런데 ∩   , 즉 전체교차는 안된다.     █

[정리11.4] 위상공간  가 콤팩트

   ⇔ 유한교차성을 가진 폐집합족이 전체교차성도 가진다. 

  (증명)  
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  위상공간  가 콤팩트

 ⇔∀
개집합족∈ , ( ⊂ ∈∪ ⇒∃유한집합 ⊂  : ⊂ ∈∪ )

 ⇔∀
폐집합족∈ , ( ⊂ ∈∪⇒∃유한집합 ⊂  : ⊂ ∈∪ ) 

 ⇔∀
폐집합족∈ , ( ⊂ ∈∩⇒∃유한집합⊂  : ⊂ ∈∩) 

 ⇔∀
폐집합족∈ , ( ∈∩⊂⇒∃유한집합 ⊂  : ∈∩⊂) 

 ⇔∀
폐집합족∈ , ( ∈∩   ⇒∃유한집합 ⊂  : ∈∩   ) 

 ⇔∀
폐집합족∈ , ( ∀유한집합  ⊂  , ∈∩≠ ⇒ ∈∩≠ ) 

 ⇔ 유한교차성을 가진 폐집합족이 전체교차성도 가진다.     █
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#7    공간에서 는 콤팩트집합이고 ∉  

    ⇒ ∃ 개집합 : ∈ ⊂ ∩ 
  (증명) 
     ∀∈ ≠이므로, by 조건,  

          ∃ 개집합 : ∈ ∈ ∩  
      ⊂ ∈∪  (개피복)이고, 가 콤팩트 

          ⇒ ∃⋯ : ⊂∪∪⋯∪  
      ∪∪⋯∪,   ∩∩⋯∩ 라고 하면

        와 는 개집합이고  ∈  이다. 한편,

      ∀  ⋯  ∩    이므로,

             ∩∩∩∩⋯∩  
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      그러므로  ∩ ∪∪⋯∪∩
                       ∩∪∩∪⋯∪∩
                       ∪∪⋯∪       █
  

[정리11.5]   공간의 모든 콤팩트집합은 폐집합이다.  

 (증명) 를 공간 에서 콤팩트 집합이라고 하자.

        ∀∈ ,  by #7,  

            ∃ 개집합 : ∈ ⊂ ∩  
         ⇒ ∩  ⇒ ⊂  
        그러므로 (∀∈ , ∈  , ⊂)
                ⇒    ∈∪    
                ⇒  는 개집합이다.    █
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[정리11.6]   (∩ )가 콤팩트 in   공간   

         ⇒ ∃  개집합 : ⊂ ⊂ ∩ 
 (증명)  ∀∈, ∩  이므로 ∉이다.

         By #7, ∃ 개집합 : ∈ ⊂ ∩  
        ⊂ ∈∪ (개피복)이고, 가 콤팩트 

         ⇒ ∃⋯ : ⊂∪∪⋯∪  
       ∪∪⋯∪, ∩∩⋯∩ 라고 하면

      와 는 개집합이고, ⊂ , ⊂ 이다.

      모든   ⋯  에 대하여, ∩   이므로 

             ∩∩∩∩⋯∩  
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      그러므로   ∩ ∪∪⋯∪∩
                       ∩∪∩∪⋯∪∩
                       ∪∪⋯∪    █ 

[따름정리 11.7]  모든 콤팩트   공간은 정규공간이다.   

 (증명)   (∩ )를 폐집합이라고 하자.

     ⇒   콤팩트 집합,  by 정리 11.3

     ⇒ ∃  개집합 : ⊂ ⊂ ∩  , by 정리11.6 █

[정리11.8]   가 콤팩트, 가 공간,    → 가 전단사, 연속함수

    이면,   도 연속이다. 따라서  와 는 위상동형이다.   

 (증명)     →  가 연속함수임을 보이자. 
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    가 폐집합 in   

   ⇒  가 콤팩트 in   ,  by 정리 11.3

   ⇒  가 콤팩트 in   ,  by f:연속함수

   ⇒  는 폐집합,  by 정리11.5          █

 점열콤팩트 

   위상공간 안의 집합 는 점열콤팩트집합이다.

  
정의⇔  의 원소들로 이루어진 모든  점열이 안의 점으로 수렴하는

      부분 점열을 가진다. 

[예제 5.1] 유한 부분집합 는  점열콤팩트이다.  

   (풀이) 점열   이 의 원소들로만 이루어졌다면, 가 유한

   집합이므로 그  점열에서 무한번 나타나는 원소가 적어도 하나 있다. 
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   그것을  라고 하면  ⋯ 는    의 부분 점열이고,

   ∈이며, 부분 점열 ⋯ 은   로 수렴한다.  █ 

[예제 5.2] 보통위상을 가진 실수 공간에서 개구간  은
    점열콤팩트가 아니다.     

   (증명) 안의 점열    ⋯ 는 으로 수렴하므로 모든

    부분열도 으로 수렴한다. 그런데  ∉이다. 그러므로 는

     점열콤팩트가 아니다.   █

집적점(가산)콤팩트 

   위상공간 안의 집합 는 집적점(가산)콤팩트집합이다.

  
정의⇔  의 모든 무한 부분집합이 안에 집적점을 갖는다.  
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참고 : 공간에서는, 

     집합 는 가산(집적점)콤팩트집합이다.

  ⇔ 의 모든 가산 개피복이 유한부분 피복을 갖는다.

 

볼차노-바이어슈트라스 정리 

   실수의 모든 유계 무한 집합은 집적점을 갖는다. 

[예제 6.1] 실수의 유계 폐구간   은 가산콤팩트이다.  

   (증명) 가 의 무한 부분집합이라면 유계집합이므로

      볼차노-바이어슈트라스 정리에 의하여 는 집적점을 갖는다. 

      가 폐집합이므로 의 집적점은 에 속한다.   █ 

[예제 6.2] 보통위상을 가진 실수 공간에서 개구간  은
   가산콤팩트가 아니다.     
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   (증명) 안의 무한 부분집합     ⋯는 을 유일한

     집적점으로 가지는데,  이 에 속하지 않아서 는 가산 콤팩트

     가 아니다.   █

[정리11.9] 1) 모든 콤팩트 공간은 가산콤팩트이다. 

          2) 모든 점열콤팩트 공간은 가산콤팩트이다. 

 (증명1)  를 콤팩트 공간이라 하고, ⊂  라 하자.

       는 집적점을 갖지 않음  

        ⇒  ∀∈∉′ 
        ⇒  ∀∈∈∃개집합  ∖∩ 
             ( 따라서   은 의 원소를 0 개 또는 1개를 갖는다.)

        ⇒    ∈ 는 의 개피복



한남대학교 수학과 김상배 교수
- 56 -

        ⇒   ∃⋯   ⊂∪∪⋯∪ , by 콤팩트

        ⇒   ⊂⊂∪∪⋯∪ ≡ 

        ⇒   는 유한집합  (이유:   안에는 의 원소가 유한개 )

     따라서 가 무한집합이면 는 집적점을 갖는다. 

  (증명2) 를 점열콤팩트 공간이라 하자

        가 의 무한 부분집합           

        ⇒  ∃  점열   in   : ≠ ⇒ ≠         
        ⇒  ∃∈  부분점열   of    : →, by 점열콤

        ⇒   ∈∀ : 개집합,  ∃∈N  : (   ⇒ ∈ )

        ⇒   ∈∀ : 개집합,  ∖∩≠ 

        ⇒   는 의 집적점                          █
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[예제 6.3] 자연수 집합 N위에 집합 

                      ⋯
 에 의하여 생성되는 위상을 라고 하자.  

 (1) 집합  ≠를 N의 (무한) 부분집합이라 하자. ∈이 홀수이면

    이 N안에서 의 집적점이 된다. ∈이 짝수이면 이
    N안에서 의 집적점이 된다. 따라서 N는 가산콤팩트이다.

 (2) 집합족  는 N의 개피복인데 유한 부분피복을 갖지 않는다. 

    따라서 N는 콤팩트가 아니다. 

 (3) 점열 ⋯는 수렴하는 부분열을 포함하지 않는다. 

    그러므로 N는  점열콤팩트가 아니다.

국소콤팩트 공간 

  위상공간 는 국소콤팩트이다.  

  
정의⇔  위상공간  의 모든 점에 콤팩트 근방이 존재한다.  
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[정리11.10] 모든 콤팩트 공간은 국소콤팩트이다. 

 (증명)  전체공간이 각 점의 근방이 되고, 콤팩트집합이다.

[예제 7.1] 실수 공간 R은 콤팩트는 아니지만 국소콤팩트이다. 

    (1)   ⋯ ⋯는

        R의 개피복인데, 유한 부분피복을 가질 수 없다.

        그러므로 R은 콤팩트가 아니다.   

    (2)   이라고 하자.  

       ∀∈R  폐구간 는 의 근방이고, 콤팩트

       집합이다. 그러므로 R은 국소콤팩트이다. 

콤팩트화공간

   위상공간 는  의 콤팩트화공간이다.  

  
정의⇔  가 콤팩트공간이고,  가 의 부분공간과 위상동형이다.
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 [예제 8.1] 

  보통위상을 가진 실수공간 R을 생각하자. 실수집합 R에 두 점을 

  부과하여 확장된 실수집합 R R∪∞∞위에 순서관계를         

                        ∀∈R  ∞ ∞  

  로 확장하자.  아래 형식의 집합들의 모임은 R 위의 어떤 위상의

  기저가 되는 조건(2가지조건)을 만족한다.  

                             
                      ∞      
                      ∞      
  그 위상을 라고 하면 R은 콤팩트공간이고, 부분공간으로

  R를 포함한다. 따라서 위상공간 R은 R의 콤팩트화

  공간이다.   (숙제) R이 콤팩트임을 보여라

 [참고]  R≅ 이므로  R≅ 임을 알 수 있다.
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[예제8.2] 는 평면이고, 는 반지름이

  인 구면이라고 하자. 구의 꼭대기 ∞
  에서 위의 한점 위로 직선을 이으면,

  그 직선은 구면 와 점 ′에서 만난다.

  함수    →    ′는 와 

  집합 ∖∞와 사이에 위상동형사상

  이다. 구면 는 콤팩트공간이므로 는

  의 콤팩트화공간이다. 

한점콤팩화공간(=Alexandrov콤팩트화공간)

   ∞∞는 위상공간 의 한점콤팩트화공간이다.  

 
정의⇔  ∞ ∪∞,  ∞  ∪∞∖    : 콤팩트 폐집합 in 

   주목: ∞∈∞∖ 
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[명제11.11]  ∞는 ∞위의 위상이 되고, ∞∞는 의 하나의

    콤팩트화공간이 된다.  

   (증명) 생략   (숙제) ∞∞가 콤팩트임을 보여라

[정리11.12] 가 국소콤팩트 공간이면, ∞∞는 콤팩트

    공간이다.  (증명) 생략

[정리11.14] 거리공간에서는 다음 3가지 콤팩트가 일치한다. 

             콤팩트 = 가산콤팩트 =  점열콤팩트

-네트 (in 거리공간)

       유한집합 는 집합 의 -네트 (  )이다. 

  
정의⇔   ∀∈ ∃∈    
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 [예제 9.1]  를 중심이 원점이고 반지름이 

  인 열린원반이라고 하자. 를 그림과 같이 

  집합 안에 있는 정수 성분의 점들의 집합

  이라고 하자. 

      일 때, 는 의 -네트가 된다. 

      일 때, 는 의 -네트가 아니다.  

 왜냐하면 

  안에 있는 점     는 ∀∈    이기 때문이다.

완전유계 (in 거리공간)

     집합 는 완전유계 집합이다.  

  
정의⇔   ∀  가 -네트를 가진다. 
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[명제11.15] 

      집합 는 완전유계 집합이다.  

  ⇔  ∀  ∃⋯     
∪  ∀   ⋯

 

[명제11.16]  모든 완전유계 집합은 유계집합이다.   

[예제 9.2]  명제11.16의 역이 성립하지 않는다.

 (설명) 힐버트 공간에서 집합 를 다음 점으로 이루어진 집합이라 하자.

      ⋯   ⋯   ⋯ ⋯
    그러면    ∀≠ 이다. 따라서    이므로 는

    유계집합이다. 그러나   라 하면,  보다 작은 지름을 가진 의

    부분집합은 한 원소 집합이다. 따라서 는 그런 한 원소집합들의

    유한개의 합집합으로 이루어질 수 없다.  따라서 는 완전유계

    집합이 아니다. 
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  [보조정리 11.17]  거리공간에서  점열콤팩트이면 완전유계이다.  

    (증명)  대우로 증명.

         집합 가 완전유계가 아니다.

       ⇒∃   는  -net를 갖지 않는다.

      ∈   ⇒  ∃∈  ≥  
                     그렇지 않다면,  이  -net가 된다.

              ⇒  ∃∈  ≥   ≥  
                    그렇지 않다면,  이  -net가 된다.

      이 방법으로, ∃점열 ⋯ : ≥ ∀≠ 
      이  점열은 수렴하는 부분 점열을 가질 수가 없다.    █       

  르벡수 ( of 피복 in 거리공간 )

       는 집합 의 피복  의 르벡수이다. 

  
정의⇔ ( ( ⊂   ) ⇒ ∃∈ : ⊂  )
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 [보조정리 11.18]  거리공간에서  점열콤팩트 집합의 모든 개피복은

  르벡수를 갖는다.   

 (증명) 

    를  점열콤펙트 집합  의 개피복이라고 하자.  만약  의 르벡수가

   존재하지 않는다고 하면

  ∀∈N ∃⊂ : 

          (1)   ≡
          (2) ∀∈ , ⊂
   이다. 여기서

     ∀∈N  ≠ (이유: ⊂ )

   ⇒∀∈N ∃∈⊂ 
   ⇒  ∃∈ , 부분 점열   : →   (이유:   가  점열콤팩트)

   ⇒  ∃개집합∈   : ∈   (이유:  가 의 피복 )
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   ⇒  ∃열린구 이 존재하여 ∈⊂
   ⇒  ∃ :       (이유 :  →   )

   ⇒     ,     (이유 :   ≡ )
   ⇒   ⊂
   ⇒   ⊂  (이유: ⊂ )
   ⇒  모순! to (∀∈ , ⊂) 

   모순이 일어나지 않으려면,  의 르벡수가 존재해야 한다.    █

[정리11.14] 거리공간에서는 다음 3가지 콤팩트가 일치한다. 

             콤팩트 = 가산콤팩트 =  점열콤팩트

 (증명 :  가 콤팩트  ⇒   가 가산콤팩트) 

      by [정리11.9] 1) 
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 (증명 :  가 가산콤팩트  ⇒   가  점열콤팩트)  

       ⋯ 를 의  점열이라고 하자.   점열의 치역인 집합

       ⋯ 가 유한집합이라면 어떤 가 존재하여 무한개의

     ∈N에 대하여,   가 된다. 그러면  ⋯ 는

       ⋯ 의 부분열이며,  로 수렴한다.  

     한편   ⋯ 가 무한집합이면 가 가산콤팩트라는

     가정에 의하여 는 안에 집적점을 가진다. 거리공간에서 축소

     국소기저를 가지므로 집적점으로 가는 부분열을 선택할 수 있다.  

     결국 가 유한이던지, 무한이던지, 임의의 점열  ⋯ 가

     수렴하는 부분열을 가지므로 는  점열콤팩트이다.
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    (증명 :  가  점열콤팩트  ⇒   가 콤팩트)  

        를  의 개피복

       ⇒  ∃르벡수     by (보조정리11.18,  :  점열콤팩트)

        가  점열콤팩트 

       ⇒   는 완전유계  by 보조정리11.17

       ⇒  ∃⋯  : (1)   
                          (2) ⊂∪∪⋯∪   by 명제11.15

       ⇒  ∃⋯ ∈    :  ⊂ ∀  ⋯ 

              (이유 :    가 피복  의 르벡수)

       ⇒  ⊂∪∪⋯∪
       의 임의의 개피복이 유한부분피복을 가지므로  는 콤팩트

      집합이다.  █  
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[#25]    →가 거리공간 사이의 연속함수라고 하자.

       가 콤팩트 이면 는 균등연속이다.  ( 는 균등연속 

     
정의⇔ ( ∀ ∃       ⇒    ) )

 (증명)

     라 하자.  는 모든 점 ∈에서 연속이므로, 

           ∃    : (∈ ⇒ ∈  ) -- (1)

    집합족     ∈는 콤팩트 집합 의 개피복이다.

    거리공간   는 또한 점열콤팩트이므로,  는 르벡수   를 갖는다.

            

         ⇒      (설명: 은 집합의 크기)

         ⇒   ⊂  by  :  의 르벡수

        ⇒  ∈   by (1)

        ⇒      (이유: 반지름 의 구에 포함)  █ 
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제12장 적공간(Product Space) 

적집합과 사영함수

    ∈가 임의의 집합족일 때 가 적집합 

          ∈∏     ∈  ∈ 
  일 때 함수 
            → ,     ∈   ∈
  로 정의되는 함수를 사영함수라고 한다.

적위상과 적공간

    ∈ 이 위상공간 족일 때 적집합   ∈∏ 위에, 

  모든 사영함수 ∀∈   →  를 연속이 되게 하는   위의

  가장 작은 위상 을 적위상(product topology) 이라고 하고, 

  를 적공간이라고 한다.
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  다시 말하면, 적위상은 사영함수들에 의하여 생성된 위상이다.  따라서

  적위상 은 집합족    ∈∪  ∈ 를 부분기저로 갖는 

   위의 위상이다. 

 [예제 1.1]  R위의 적위상은 와 와 같은 유형의

 집합들이 부분기저를 이루는데,  이것들은 그림과 같이 긴 띠를 이루고 

 있다. 기저의 원소는 이 띠들의 교집합인 열린 사각형 내부안의 점들의

 집합인데 이것들은 R위에 보통위상을 만든다.

[정리12.1]  R위의 보통위상은 적위상이다.
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[예제1.2]   공간들   ∈ 의 적공간  ∈∏은  공간이 된다.

  (증명) 

         ∈     ∈ 는  위에서의 다른 두 점

    ⇒∃  : ≠
    ⇒∃개집합   in   : ∈ ∈ ∩   

          ( 이유 : 는 공간이므로)

    ⇒ 1) ∈  ∈  
       2)  ∩    ∩   
       3)     : 개집합 

           ( 이유 : 가 적공간이므로 는 연속함수)

  그러므로 적공간  ∈∏은  공간이 된다.   █ 
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[명제12.2]  유한개의 위상공간 ⋯에 대하여,

집합족   ××⋯×  ∈은 적공간××⋯×  

위의 적위상의 기저가 된다. 

(주의) 무한개의 경우는 적위상이 아닌, 적위상보다 더 섬세한 위상이 된다. 

(증명) 

 집합족     
∪   ∈ 는 적위상 의 부분기저이므로 

 의 기저의 원소들은  안의 유한개의 집합들을 교집합한 것들이다.

 같은 공간 안에 들어 있는 개집합들 ⋯∈의 경우에

             ∩∩⋯∩ ∩∩⋯∩    ∩∩⋯∩∈
 와 같이 하나의 개집합 를 사용하여 로 표시할 수 있으므로
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 의 기저의 원소들은 다음과 같이 표시할 수 있다. 

         ∩∩⋯∩  ∈
      = 띠들의 유한 교집합

      = ××⋯×  ∈     █    

[정리12.3]   ∈ 이 위상공간 족일 때 집합족

    ∈∪≠ ∏×  ∈ 은  적집합  ∈∏ 위의 적위상

  의 부분기저이다. 

  (증명) 

         이 적위상 의 부분기저

        ⇒    ∈∪  ∈  
        ⇒    ∈∪≠ ∏ ×  ∈     █
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[정리12.4]   ∈ 이 위상공간족일 때 집합족

    ∉∏ ×××⋯×  ∈∀∈ ⋯⊂ 
  은 적집합   ∈∏ 위의 적위상의 기저이다. 

 (증명)  집합족   ∈∪  ∈ 는 적위상 의 부분기저

  이므로 의 기저의 원소들은  안의 유한개의 집합들을 교집합한

  것들이다.  같은 공간안에 들어 있는 개집합들 ⋯∈의
  경우는     ∩∩⋯∩ ∩∩⋯∩    ∩∩⋯∩∈
  와 같이 하나의 개집합 를 사용하여 로 표시할 수 있으므로

  의 기저의 원소들은 다음과 같이 표시할 수 있다. 
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       ∩∩⋯∩  
        ≠∏  × ∩ ≠ ∏  × ∩⋯ ∩≠∏   × 
       ∉∏ ×××⋯× 
  여기서 ∈  ∀∈  ⋯.       █

적공간의 예

  Ri를 실수공간 R의 복사된 공간이라 하자.

  적공간   ∈∏Ri 의 원소들은 그림과 같다.

  수평선은 첨수집합   을 나타내고, 

  폐구간   위의 한 점 을 지나는

  수직선은 좌표공간 Rj을 나타낸다.
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 적공간 의 한 원소 ∈ 는 폐구간 에서

 R로 가는 함수     → R 이다. 

위의 적위상의 부분기저의 원소는 다음과 같다. 

            ≠∏ Ri×Gj
여기서 는 좌표공간 Rj에서의 개집합이다. 

예를 들어     이라면      은∈  인 안의 모든 점     ∈  , 즉 

    인 모든 함수들    → R 로 이루어진다.  그래프로 보면,

    은 좌표공간 Rj을 나타내는 수직선 위의 개구간   
 을 통과하는 모든 함수들로 이루어진다. 
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 마지막으로, 위의 적위상의 기저의 원소인

 개집합  를 묘사해 보자.  는 부분기저의 

 안에 유한 개의 원소들의 교집합이므로, 예를

 들어, 다음과 같다.

      ∩   ∩   
 그래프로 보면,  는 좌표 공간 위에 

 있는 각 개집합 을 통과하는 함수들

 로 구성된다. 

[명제 12.8]   ∈ 이 위상공간족일 때 집합족

                      ∈∏  ∈
  은 적집합   ∈∏ 위의 어떤 위상의 기저가 될 수 있다.   
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상자위상

    ∈ 이 위상공간족일 때 집합족   ∈∏  ∈을
  기저로 갖는 적집합   ∈∏ 위의 위상을 상자위상(box topology)

  이라 한다. 

[참고]  ∈∏ 위의 상자위상은 첨수집합   가 유한집합일 때는 

   적위상과 일치하지만   가 무한집합일 때는 적위상과 다르고, 

   적위상보다 더 섬세한 위상이 된다. 

[정리12.9] 티코노프 정리

   콤팩트공간들의 적공간은 콤팩트가 된다.   
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제13장 연결성(Connectedness) 

분리된 두 집합(집합 2개)

  위상공간 안의 두 집합 ( )는 분리되어 있다. (붙어있지 않다)
정의⇔   ∩    ∧ ∩ 
  

[예제1.1] 실수공간 R에서 다음 구간들을 생각하자.

                    
여기에서 ∩ ∩    이고, ∩ ∩  
이므로 ( )는 분리되어 있다. 하지만 ∩ ∩  ≠
이므로 ( )는 분리되어 있지 않다. 
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[예제 1.2] 평면공간 R 의 부분집합들

      ≤ ≤ 
       sin    ≤ 
 에서 의 각 원소들은 집합  의 집적점

 이므로 ∩ ≠이 된다. 그러므로

 집합 ( )는 분리되어 있지 않다. 

절단(개집합의 쌍) of 집합

   개집합의 쌍 ( )은 집합 의 절단이다.  

  
정의⇔ (1) ∩≠ ∩≠

      (2) ∩∩∩    ( 또는  ∩⊂ )
      (3) ∩∪∩  ( 또는 ⊂∪  )
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연결집합(집합 1개)

  집합 는 연결집합이다.  
정의⇔  집합 의 절단이 존재하지 않는다. 

[주의] (1) 공집합은 연결집합이다.

      (2) 단일원 집합은 연결집합이다.

[예제2.1] 평면공간 R 의 부분집합 

     ≥
  는 연결집합이 아니다.  왜냐하면

        ,      
  는 집합 의 절단이다. 
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[예제2.2] 집합  위의 위상   
  에서, 집합  는 비연결집합이다. 왜냐하면   ,
    는 집합 의 절단이기 때문이다. 

[정리 13.1] 집합 는 연결집합 

     ⇔  는 공집합이 아닌 분리되어 있는 두집합의 합집합이 아니다.

[정리 13.1] 집합 는 비연결집합 

     ⇔  는 공집합이 아닌 분리되어 있는 두집합의 합집합이다.

 (증명)  

   (⇒ )[문제#2]

       집합 는 비연결집합 

       ⇒집합 의 절단 ( )가 존재한다.
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       ⇒  (1) ∩≠ ∩≠
           (2) ∩∩∩  ∩∪∩
              즉 ∩∩   ---(*)

      만약 ∃ : ∈∩ , ∈∩  

       ⇒∈∩ , ∈  (개집합)        

       ⇒  ∩∩≠  

             (이유 :  ∈∩ ⇔ ∈∀ 개집합 ∩∩≠)

       ⇒  모순 to (*)

       그러므로 ∩ ∩∩  

    비슷하게, ∩ ∩∩  
    따라서 ∩ ∩ 는 공집합 아니면서(by(1)), 분리되어 있다. 
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   (⇐ ) [문제#1]

       ∪ (≠ ≠ )이고 가 분리된 두 집합

        ⇒  ∩   ∩   --(*)

        ⇒  ∩   --(**)

           로 놓으면 

       1)   는 개집합 

       2)  (*)⇒  ⊂   ⊂ 
             ⇒  ⊂ ⊂
             ⇒∩ ∩∪∩ ∪  ≠ 

                비슷하게 ∩≠
       3) ∩∩∩ ∩   by (**)

       4) ∩∪∩ ∪
       그러므로 ( )는 의 절단이다. 즉 는 비연결집합이다.  █ 
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[문제#4] ( ) 가 의 절단이고, 가 연결집합이고 의 부분집합이면, 

       ⊂  또는 ⊂ 이다.

 (증명)

       ( ) 가 의 절단

    ⇒ ⊂∪  , ∩⊂
    ⇒ ⊂∪  , ∩⊂  (이유: ⊂ ,  ⊂  ) 
     가 연결집합이므로 ( )가 의 절단이 아니라면, (3가지 조건중)

     ∩   ∨ ∩ 이다. 즉 ⊂  ∨ ⊂ 
     그런데 ⊂∪  이므로 ⊂  ∨ ⊂ 이다.    █

[명제 13.2] 집합  가 연결집합들이고 분리되지 않았다면, 

           ∪ 도 연결집합이다.  
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(증명) 대우로 증명.

   만약 ∪  가 연결집합이 아니면 ∪의 절단 ( )가 존재한다.  

   (1) ( )가 ∪의 절단 

      ⇒ (a) ∪∩≠,  ∪∩≠ ---(*)

         (b) ∩⊂ ∪ 
             ⇒∩∩∪  --(**) 

             ⇒∩∩∪∩∩  by 분배법칙

             ⇒∩ ∩  ∧ ∩ ∩ 
             ⇒∩∩   ∧ ∩ ∩   --(***) by 결합법칙

   (2) ( )가 ∪의 절단 ∧   는 각각 연결집합 

      ⇒  (⊂  ∨ ⊂ ) ∧ (⊂  ∨ ⊂ )  by [문제#4] 

   (3) ⊂  

       ⇒  ∪ ⊂
       ⇒  ∪  ∪∩
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       ⇒  ∪∩ ∪∩ ∩   by 양변에 ∩
       ⇒  ∪∩   since∪∩ ∩  by(**) 

       ⇒   모순 to (*)

     ⊂ 인 경우도 모순, 그러므로 ⊂ 이면 ⊂  by(2) 

   (4)  ( ⊂ ∧ ⊂  ) ⇒  ( ∩  ∧  ∩ )

   (5) ∩∩   ∧ ∩ ∩    by(***)

       ⇒∩  ∧  ∩    by(4) 

       ⇒ (a) ∪∩ 분배법칙 ∩∪∩∪  

          (b) ∪∩분배법칙 ∩∪∩∪ 

       ⇒∪∩   ∧ ∪∩         

   (6) ( )가 ∪의 절단 

      ⇒∪∩ 와 ∪∩ 는 분리됨. by [문제#2의 증명]

                                                    █
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[예제 2.3] 평면공간 R 의 부분집합들

      ≤ ≤ 
       sin    ≤ 
 에서  는 각각 연결집합인데, [예제2.1]

 에서 분리되어 있지 않음을 보였다.

 그러므로 [명제13.2]에 의하여 ∪ 는

 연결집합이다.

 

[정리 13.3] 위상공간 의 부분집합 에 대하여, 

    가 에 관하여 연결집합 ⇔ 가 상대위상 에 관하여 연결집합

 그러므로 연결성은 콤팩트성처럼(정리11.2) 집합의 절대적성질이다. 
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[예제3.1] 

      가 비연결공간

     ⇔  의 절단 ( )이 존재 

     ⇔  ∃개집합   : (1) ≠≠
                          (2) ⊂∪ ∩⊂    
     ⇔  ∃개집합   : (1) ≠≠  

                          (2)  ∪ ∩  

[정리 13.4] 

  위상공간 가 연결공간

  ⇔  는 공집합 아닌 서로소인 개집합들의 합집합이 될 수 없다.(예제3.1)

  ⇔  개집합이면서 동시에 폐집합인 집합인 진부분집합이 없다.  

  ⇔   가 개집합이면서 동시에 폐집합인 유일한 집합이다.
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[예제3.2] 집합  위에 위상 

           이 주어졌다.

 는 비연결공간이다. 왜냐하면   이므로 는 공집합이

 아니면서 개집합이면서 동시에 폐집합이기 때문이다. 즉 (,)

 은 의 절단이다.  위의 상대위상   에서 

 개집합이면서 동시에 폐집합이 되는 것은 와 밖에는 없다. 그러므로 

 는 연결공간이다. 또한 는 에서 연결집합이다. 

[예제3.3] 보통위상을 가진 실수공간은 연결공간이다. 왜냐하면 개집합

    이면서 동시에 폐집합인 집합이 실수와 공집합밖에 없기 때문이다.
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[정리 13.5] 연결집합의 연속함수의 상(image)도 연결집합이다.  

 (증명) 

        →  를 연속함수라고 하고,  를 연결공간이라고 하자.

     가 비연결공간

     ⇒  ∃개집합   : (1)≠≠  (2) ∩  ,

                         (3)    ∪
     ⇒  가 연속함수이므로,         는 개집합,

         (1)   ≠   ≠
         (2)   ∩     ∩     

         (3)    ∪      ∪          

     ⇒  가 비연결공간    █
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[보조정리 13.6] 

  위상공간 가 연결공간

  ⇔  에서 이산위상공간  으로 가는 연속함수는 상수함수.

(증명)
 (⇒ )     → 를 연속함수라고 하자.

    가 연결공간이면   도 이산공간에서 연결집합이다. by정리13.5

    그러므로    또는     

 (⇐ )  가 비연결공간  

   ⇒  ∃개집합   : (1) ≠ ≠
                       (2) ∩  ∪
   ⇒      if ∈ if ∈  

           은 연속함수인데 상수함수가 아니다.   █
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[정리 13.7] 

    : 두 점 이상을 포함한 실수공간의 부분집합일 때,  

            는 연결집합 ⇔   는 구간

 (증명생략)

[정리 13.8] 

   는 연결집합이고,    → R가 연속함수이면,  는 임의의 두 값

  사이의 모든 값을 취한다. 

 (증명) 

   가 연결집합이고 가 연속함수이므로 도 연결집합인 실수공간

   의 부분집합이다. 따라서 는 구간이다. 가 구간이면 

    ∈,      라 하면 ∈  이다.  

   즉  는 임의의 두 값 사이의 모든 값을 취한다.   █
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[예제4.1] 부동점존재정리

     → (  )이 연속함수이면 ∃∈  :   
 (증명)

      →R    도 연속임을

   보이자.  R의 임의의 기저원소

    ×에 대하여, 

       ∈
                     
                ∩      
           ∩   : 개집합

   그러므로   는 연속함수이다.   따라서 는 연결집합이다. 

               로 놓으면, 는  R에서
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   개집합들이고, ∈ ∈ , ∩ ⊂ 이다. 

   따라서 만약 ⊂ ∪ 이라면, ( )는 의 절단이 되어 

   가 연결집합이라는 사실에 어긋난다. 

   그러므로  ⊂ ∪
            ⇒∃∈  : ∈∪
            ⇒  ∈ ∪  (이유:   
            ⇒  (     ∨    ) 이 아니다.

            ⇒        █

 

연결성분

    가 위상공간  의 연결성분
정의⇔ ( ⊂이고 가 연결집합 ⇒     ) ⇔   는 극대연결집합.
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 [문제#7]   가 ∩ ≠ 인 연결집합들의 족이면

         ∪  는 연결집합이다.

  (증명)

     가 비연결집합

   ⇒  ∃절단 ( ) of   : ∩⊂ 
   ⇒  ∀ 는 연결집합이므로, by [문제#4], ⊂ or ⊂ 

     ∪  ⊂,    ∪  ⊂  
   ⇒  ⊂∩  (이유: ∩  ) 
   ⇒  ⊂∩  (이유: ⊂ ⊂ )

   ⇒  ⊂  (이유: ∩⊂ )
   ⇒  ∩⊂ ∪ 모순!! ( 주의: ∩ ≠ )

   그러므로 는 연결집합이다.    █
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[문제#15] p354

 위상공간  에서, ∈ ,    ∈  연결집합 일 때, 

  ∪ 는 의 연결성분이다.

(증명) 

  1) ≠⊂∩ 이므로 by문제#7,  ∪ 는 연결집합이다. 

  2) 가 연결집합,  ⊂
     ⇒  가 연결집합, ∈  

     ⇒  ∈ 
     ⇒   ⊂ (이유:  ∪ )
     ⇒      (이유:  ⊂  )   

    그러므로 는 연결성분이다.        █
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[정리13.9]

   위상공간 의 연결성분들은 위에 분할을 만든다. 
(증명)

    를 점 를 포함한 모든 연결집합들의 합집합이라고 하자.

  1) 집합족     ∈는 모든 연결성분들의 집합이다. 왜냐하면 

  가 연결성분이면 어떤 점 를 포함할 것이고, 그럼 ⊂이고

  가 연결성분이므로, 정의에 따라,    이다.  

  2) ∪  ∈ ∪
  3) ∃∈∩   ⇒  ∈ , ∈
                 ⇒   ⊂ ,  ⊂ 
                 ⇒           ( , :연결성분, :연결집합)

                 ⇒      
    그러므로  ≠  ⇒  ∩        █
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[예제5.1] 가 연결공간이면 는 하나의 성분, 즉 자기 자신 를 갖는다.

[예제5.2]     
  일 때, 의 연결성분은 와 이다.  는 연결집합
  (예제3.2참조)인데, 연결성분 의 부분집합이다.

[문제#8] 가 연결집합이고 ⊂⊂ 이면, 도 연결집합이다. 

 (증명) 가 비연결집합

    ⇒  는 절단 ( )을 갖는다. 

    ⇒  1) ∩≠ ∩≠ (*), ∩∩∩  (**)

        2) ⊂  또는 ⊂  , (이유: 가 연결집합 in [문제#4] )

         a)⊂  ⇒  ⊂ ∩ by ⊂
          ⇒  ⊂  (이유: (**)⇒∩∩ ⇒∩⊂ )
             ⇒  ⊂⊂  ⊂   (이유:  이 폐집합)

             ⇒  ⊂    ⇒  ∩  : 모순 to (*) 

         b) ⊂  일 때도 비슷하게 모순!!      █
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[문제#14] 모든 연결성분은 폐집합이다.   

 (증명) 를 연결성분이라 하자.

    는 연결집합이므로 [문제#8]에 의하여 도 연결집합이다. 

    ⊂   이고 는 연결성분(극대연결집합)이므로   이다.    █ 

[문제#17] 가 연결공간이면  ×도 연결공간이다.  

       (그러므로 연결공간들의 모든 유한 적공간도 연결공간이다.)

 (증명) 

        를  × 의 임의의 두 점이라고 하자.

  ×는 와 위상동형이므로 연결공간이다. 마찬가지로 ×
  도 연결공간이다. 그런데 (× ) ∩ (×) ≠
  이므로, by [문제#7],  (× ) ∪ (×) 은 연결집합이다. 따라서

  는 한 연결성분 안에 있다.  따라서  ×는 연결집합이다.     █ 
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[정리13.10] 연결공간의 적공간은 역시 연결공간이다. 

 (증명)   ∈ 는 적공간들의 족이라 하고 ∏  라 하자.

         ∈∈  이고 를 의 연결성분이라고 하자. 

     ∀   ∈∈,

         ∈∀ ∏  ≠⋯××⋯   : 기저 개집합,

                   ∏  ≠⋯××⋯×는 

              ××⋯×와 위상동형이므로 문제#17에 의하여

              연결공간이다.  ∈ 이므로 ⊂  (= 점 의 연결성분).

              그런데 명백히 ∩≠이므로  ∩≠이다. 

        그러므로 ∈∀ : 기저 개집합, ∩≠이다. 즉 ∈  이다.

     결론적으로 ∀∈ ∈ . 이것은    을 의미하는데, 

     By 문제#14,   이므로   이다. 즉 는 연결공간이다.   █

 [따름정리13.11] 유클리드공간 Rm은 연결공간이다. 
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위상공간 위의 경로

      ⊂ R이고,  가 위상공간, ∈일 때,

      →  는 에서 로 가는 경로이다.
정의⇔ 가 연속함수이고,        
[예제7.1] 가 상수함수이면 상수경로라고 한다. 

[예제7.2]     →가  ∈에서 ∈로 가는 경로이면 

            →     는 에서 로 가는 경로이다.

[예제7.3]     →가  에서  로 가는 경로이고,    →가  에서

    로 가는 경로일 때, 다음과 같이 정의되는

                 ∗    ≤ ≤  ≤ ≤ 
    ∗   →  는 에서 로 가는 경로이다. 
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경로연결집합

  위상공간 안의 집합  는 경로연결집합이다.  
정의⇔∀∈∃(에서 로 가는 경로)    →  :   ⊂ 
[정리13.12] 경로연결집합은 연결집합이다. 

 (증명)

   를 경로연결집합이라고 하자. 만약  이라면 는 연결집합이다.

   ∈라고 하자. ∀∈ ∃ (에서 로 가는 경로)    → 이므로  

   ∈ ⊂ .  그러므로 ∪   ∈이다. 그런데 

   ∀∈ ∈   이다. 따라서 ∩   ∈⊃≠. 또한

    은 연결집합이다. by 문제#7, ∪ ∈는 연결집합

   이다. █

  위 정리의 역이 성립하지 않는 예는 다음과 같다. 
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[예제8.1]  평면 R 의 부분집합들

     ≤ ≤     ∈N
      ≤ ≤ 
  에서,    는 경로연결 집합들이다. 그러므로

  연결집합들이다.  ⊂ 이므로  는 분리된

  집합이 아니다.  그러므로 ∪ 는 연결집합이다.

  그런데  의 어떤 점에서도  로 가는 경로를 만들 수 없으므로 ∪
  는 경로연결집합이 아니다.  
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호모토픽 경로

  경로    → (위상공간)는 경로

     →와 호모토픽하다. 

   (≃ 로 표시)
정의⇔  ∃연속함수    → : 

          
          
     여기에서 함수  를  에서  로의 호모토피라고 한다. 

[예제 9.1]   를 두 동심원 사이의 영역이라고 하자.

   왼쪽 그림에서 와 는 호모토픽하지만

   오른쪽 그림에서 ′와  ′는 호모토픽하지않다.
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 [예제 9.2]  임의의 경로    → 에서, ≃ 이다.

    왜냐하면   는  에서  로 가는 호모토피이기 때문이다.

 [예제 9.3] ≃ 이면   에서  로의 어떤 호모토피    →  가 존재

    한다. 그 때     는  에서 로의 호모토피가 된다.

    그러므로 ≃ 가 성립한다.

 [예제 9.4] ≃ ≃ 이면  에서  로의 

    호모토피  와  에서  로의 호모토피  가

    존재한다. 그 때 

               if ≤ ≤  
                if  ≤ ≤ 
    는  에서  로의 호모토피이다.  그러므로 ≃  이다. 
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[명제13.14] 한 점 에서 다른 점 로 가는 모든 경로들의 집합에서

  호모토픽 관계는 동치관계이다.

  (증명) 예제9.2 반사율, 예제9.3 대칭율, 예제9.4 추이율

닫힌경로

  경로    →는 에서의 닫힌경로이다.
정의⇔      
한점으로축소가능한경로

  닫힌경로    →는 한점으로축소가능한

  경로이다. 
정의⇔닫힌경로  가 상수경로와 호모토픽하다.
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단순연결공간

  위상공간 는 단순연결공간이다.  
정의⇔   위의 모든 닫힌경로가 한점으로축소가능한다.     

[예제 10.1]  평면 R 위의 원반은 단순연결공간이지만 환은 한점으로

      축소되지 않은 닫힌 경로가 존재하므로 단순연결공간이 아니다.

             원반: 단순연결공간(o)   환: 단순연결공간(x)
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제14장 완비거리공간(Complete Metric Space) 

코시열 

  거리공간 의 점열  ⋯은 코시열이다.  

정의⇔   ∀ ∃   ⇒   
  

[명제14.1] 거리공간에서 모든 수렴열은 코시열이다. 

  (증명)

    점열   이 로 수렴한다면, 임의의  에 대하여, 

          ∃∈N   ⇒  
   그러면, 

           ⇒  
                                          █
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 위 역은 다음 예제처럼 성립하지 않는다. 

 [예제1.2] 개구간  을 보통거리를 갖는 거리공간이라 하자.

    점열     ⋯ 은 에서 코시열이지만, 내의 점으로 

    수렴하지는 않는다.

 [예제1.3]  어떤 집합  위에 자명거리 가

   if   
 if ≠

    와 같이 주어지고,   점열   이 코시열이라면 

    ⋯  ⋯

    일 수밖에 없다. 왜냐하면 코시 조건에서   


로 잡으면 
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             ∃∈N    ⇒   




                                  ⇒                 █

[예제1.4]  유클리드공간에서 코시열   ⋯  , 예를 들어,

  
⋯

  ,   
⋯

  , ⋯

     이라면,  점열   의 각 좌표 공간으로의 사영들

 


⋯ , ⋯ ,  


⋯

     도 코시열이 된다. 왜냐하면 ∀     은 코시열이므로,

     ∃∈N    ⇒    
                         ⇒     
                         ⇒  ≤     ∀
     그러므로 점열   ∀  ⋯도 코시열이다.   █
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완비거리공간 

  거리공간  는 완비하다. 또는 완비거리공간이다.
정의⇔  안의 모든 코시열이 안의 한 점으로 수렴한다.

[예제2.1] 보통거리를 갖는 실수집합 R은 완비하다. 

[예제2.2] 가 어떤 집합 상의 자명거리라고 하자. 예제1.3에 의하면,

    위에서 모든 코시열은  ⋯⋯ 형식이므로

    안의 한점으로 수렴하므로, 는 완비거리공간이다. 

[예제2.3] 보통거리를 갖는 단위개구간  은 안의  점열

         ⋯ 은 코시열인데 안의 점으로 수렴하지 않으므로,

     완비공간이 아니다. 

[예제2.4] 유클리드공간 Rm은 완비공간이다.  (숙제)
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[문제#2]    가 거리공간  안의   점열이고,

                ⋯        ⋯  ⋯  

  라고 하면,     가 코시열 ⇔  →
 (증명) 
   (⇒ )   가 코시열 

       ⇒  ∀ ∃∈N   ⇒   

       ⇒  ∀ ∃∈N   ∈ ⇒   

       ⇒  ∀ ∃∈N   ⇒   

       ⇒  →  
   (⇒ ) →  
       ⇒  ∀ ∃∈N    , 따라서,

                      ⇒ ∈ ⇒   

       ⇒     가 코시열   █
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축소집합열 

  집합열 ⋯ 은 축소집합열이다. 

정의⇔  ⊃⊃ ⊃ ⋯ 

[정리14.2] 축소폐집합열의 정리

  거리공간 가 완비하다  

  ⇔지름이 으로 수렴하는, 공집합 아닌 폐집합의 축소열들의 교집합은

     공집합이 아니다. 

[증명]

  (⇒ )   을 지름이 으로 수렴하는 공집합 아닌 폐집합의 축소열

    이라고 하자.  ≠이므로

 ∃  ∈  ⋯
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    →이므로 
∀ ∃∈N    

     이 축소열이므로,

             ⇒ ⊂
                    ⇒ ∈
                    ⇒   

   따라서    는 코시열이다. 가 완비이므로∃∈  → 이다.  

   ∉∩이라고 가정하면, ∃∈N∉  이다. 가 폐집합이므로

   ∃     이다. 그러므로

                     ⇒ ∈
                       ⇒ ∉ 

   이것은 →  에 모순이다. 그러므로 ∈∩이다. 
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 (⇐ )    를 거리공간  안의 코시열이라고 가정하자.     ⋯        ⋯  ⋯  

     로 놓으면   는 축소집합열이고, By문제#2,  →이다.

     페포들의 열  도 축소집합열이고,   →이다.

     가정에 의하여 ∩≠이다. 그러므로 ∃∈∩이다. 

     → 이므로, 

         ∀ ∃∈N     , 따라서,

                 ⇒ ∈⊂  ∈  

                      ⇒    
     그러므로  →   █
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[예제 3.1] 실수공간 R은 완비공간이다.   ∞라 하면,  
     은 축소폐집합열이다. 그런데 ∩ ∞   이다. 그러므로

     → 이 될 수가 없다. 

[예제 3.2] 실수공간 R은 완비공간이다.    라 하면,  
     은 축소집합열이고, → 이다.  그런데 ∩ ∞   이다.

     그러므로 는 폐집합이 될 수 없다.    

축소사상

  함수   →  는 축소사상이다. 
정의⇔  ∃  ≤  ∀∈ ≤     
[정리 14.3] 부동점 정리 

   가 완비공간이고,   →가 축소사상이면 ∃∈    이다. 
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완비화 

   거리공간  는 거리공간 의 완비화이다.
정의⇔   가  의 조밀부분집합과 거리동형이다. 

[예제 5.1] 실수공간 R은 유리수공간 Q의 완비화이다. 왜냐하면, R은 

   완비공간이고, QR이기 때문이다.

완비화 방법

   거리공간 위의 모든 코시열들의 집합을  라 하자. 그러면   ∼   ⇔ →  
   로 정의되는 관계 ∼ 는  위의 동치관계이다. 몫집합

   ≡ ∼위에 거리 함수를      lim→∞  
   로 정의하면 함수 는 위에 잘 정의된 거리임을 보일 수 있다.  
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  또한 는 안에 조밀한 집합과 거리동형임을 보일 수 있다. 즉 
  는 의 완비화가 된다. 더불어 모든 완비화들은 서로 거리동형이다. 

[예제] 실수집합은 유리수집합의 완비화로 정의될 수 있다. 즉

 R        는 Q안의 코시열     █

조밀한 곳이 없다(nowhere dense) 

   위상공간의 부분집합 는 조밀한 곳이 없다.  
정의⇔     

   위상공간의 부분집합 는 조밀한 곳이 있다.  
정의⇔  ≠ 

[예제 6.1] 

 (1) 정수집합 Z는 실수공간 R에서 조밀한 곳이 없는 부분집합이다.
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   왜냐하면 Z Z 이므로 Zo  Zo   이기 때문이다.

 (2) 실수공간 R의 모든 유한부분집합은 (1)에서 처럼 조밀한 곳이 없다. 

 (3) 유리수집합 Q는 실수공간 R에서 조밀한 곳이 있는 부분집합이다.

   왜냐하면 Qo  Ro R  이기 때문이다.   █

제1범주, 제2범주 

   위상공간 는 제1범주에 속한다. 
정의⇔   는 가산개의, 조밀한 곳이 없는 부분집합들의, 합집합이다. 

   위상공간 는 제2범주에 속한다. 
정의⇔   는 가산개의, 조밀한 곳이 없는 부분집합들의, 합집합이 아니다. 

[정리 14.11] 

   완비거리공간은 제2범주에 속한다. (증명생략)
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[문제#4] 코시열의 부분열이 한 점 로 수렴하면, 코시열도 로 수렴한다.  

 (증명)

     코시열    의 부분열    이 로 수렴한다고 가정하자.

     ∀  ,∃∈N    ⇒     by →
             ∃∈N   ⇒     by 코시열

               여기에서 ∃           이다.

               그러므로     ≤ 
                                      
     그러므로 점열    은 로 수렴한다.                    █

[정리 14.12] 
   거리공간 는 콤팩트이다. 
  ⇔  는 완전유계이고, 완비공간이다.
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 (증명)

 (⇒ ) 

   (1) [정리 11.14]에 의하면 가 콤팩트이면  점열콤팩트이고,

      [보조정리 11.17]에 의하며  점열콤팩트이면 완전유계이다.

   (2) 임의의 코시열이 있다면, 그 점열은 점열콤팩트공간에서는 수렴하는

      부분열을 갖는다. 그런데 By [문제#4], 코시열은 수렴하는 부분열의

      극한으로 수렴한다.  코시열이 수렴하므로 완비공간이다. 

  (⇐ ) 

     점열   이  안에 있다고 하자. 가 완전유계이면,

     by [명제 11.15], 지름이   보다 작은 유한 개의 부분집합으로 

     분할 할 수 있고, 그 부분집합들 중에 점열  의 무한 개의 

     항을 포함하는 집합 (예를 들어 )이 적어도 하나 존재한다. 따라서 

∃∈N  ∈
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     이다. 그런데 도 완전유계이므로, 지름이    보다 작은 유한

     개의 부분집합으로 분할 할 수 있고 그 부분집합들 중에  점열

       의 무한 개의 항을 포함하는 집합 (예를 들어 )이 적어도

     하나 존재한다. 따라서 ∃∈N  ∈    
     이다. 여기서 ⊃  이다. 이런 방법으로 계속하면,   
     인 축소집합열  ⊃⊃ ⋯
     과 ∈인    의 부분열    을 얻는다.  그러면

     ∀   , ∃∈N       
    그러므로

           ⇒    
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                  ⇒ ∈
                  ⇒       
   가 완비공간이므로 코시 부분열    은 수렴한다.  수열

      이 수렴하는 부분열을 가지므로 는 점열콤팩트이다. 

   By [정리 11.14], 점열콤팩트이면 콤팩트이다.   █

[정리 14.13] 

   집합 가 완비거리공간  의 부분집합일 때,  

    는 콤팩트 ⇔  (  는 완전유계이고, 폐집합이다. )

  (⇒ ) 

    By [정리 11.5], 가 콤팩트집합이면 는 폐집합이다. 

    By [정리 11.14], 가 콤팩트이면 점열콤팩트이고, 

    By [보조정리 11.17], 점열콤팩트이면 완전유계이다.  
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  (⇐ ) 

     위의 임의의 코시열은 위의 코시열이고, 가 완비이므로, 

     위의 어떤 점으로 수렴한다. 가 폐집합이면 위의  점열의

     극한을 포함한다. 그러므로 도 완비공간이 된다. 더불어 가 

     완전유계이라면, By [정리 14.12], 는 콤팩트가 된다.    █
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