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무리수 

수의 세계를 완성하다  

  한남대학교 수학과 

  김상배 교수 
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피타고라스 학파의 비밀 
• 피타고라스 학파는 ‘만물은 수(數)로 이루어져 있다’고 믿은 고대 그리스

의 수학이자 종교 공동체였습니다. 그들은 금욕적인 채식 생활과 영혼 윤

회를 신봉하며, 철저한 비밀주의를 바탕으로 기하학과 수론의 발견들을 이

어갔습니다.

• 피타고라스 학파는 세상의 모든 이치를 '정수(분수)'로만 설명할 수 있다

고 믿었습니다. 그러나 피타고라스 정리를 통해 직각삼각형의 두 변이 1일 

때, 빗변의 길이가  가 된다는 사실을 발견했습니다.  는 어떤 분수로

도 나타낼 수 없는 수, 즉 무리수였습니다. 학파의 근간을 뒤흔드는 이 '불

편한 진실'을 제자 히파수스가 외부에 누설하자, 학파의 동료들은 그를 배

신자로 낙인찍고 바다에 빠뜨려 수장시켰다는 전설이 내려옵니다.
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• 피타고라스 학파는 정오각형 안에 그려진 별(펜타그램)을 그들만의 신성

한 상징으로 삼았습니다. 이 기호는 우주의 조화와 건강을 상징했으며, 학

파의 구성원임을 확인하는 '비밀 표식'으로도 사용되었습니다. 이 도형 안에

는 오늘날 황금비라 불리는 완벽한 비율이 숨겨져 있습니다. 



한남대학교 수학과 김상배교수
- 4 -

유리수와 무리수의 개념 

       가 될 수 없다.  (설명필요)
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실수의 소수 표현

소수의 표현은 사용하는 진법(base) 에 따라 달라지며, 특정 진법에서 무한

소수인 수가 다른 진법에서는 유한소수가 될 수 있다. 

  10진법 :      ⋯ ⋯  ,    ⋯ 

  3진법 :      ,       
즉, 어떤 수가 무한소수인지 유한소수인지의 여부는 수학적 본질이 아니라 

그 수를 관찰하는 '진법의 체계' 에 의해 결정되는 상대적인 현상이다.

유한소수도 뒷부분에 을 무한히 붙이거나 아래 같은 방법으로 모두

무한소수로 볼 수 있다. 

   예)    ⋯  ⋯   

          ⋯  ⋯ 
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조밀하지만 연속적이지는 않은 유리수의 세계

유한소수도 무한소수로 볼 수 있으므로 실수는 다음 2가지로 분류된다.

  1) 유리수 : 정수의 비로 나타낼 수 있는 수 =  순환무한소수

  2) 무리수 : 정수의 비로 나타낼 수 없는 수= 비순환무한소수 

유리수(Rational Number) 이름의 유래 :  '이성적인 수'가 아니라 원래

         Ratio(비율)에서 온 말, 즉 '비율로 나타낼 수 있는 수(분수)'  

유리수의 조밀성: 유리수는 아무리 쪼개도 그 사이에 또 다른 유리수가 

        무한히 많다. (예: 0과 1 사이, 0.1과 0.2 사이...)

수직선의 딜레마: "그럼 유리수만으로 수직선을 꽉 채울 수 있을까?"  No! 

유리수를 아무리 빽빽하게 채워도 수직선에는      같은 무리수 

자리에 '미세한 구멍'들이 무한히 많이 뚫려 있습니다. 심지어 무리수가 유

리수보다 확실히 많다는 것을 증명할 수 있습니다.
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무리수   의 증명

 (증명) 를 유리수로 가정

     ⇒   (는 서로소인 정수)  

     ⇒  


     ⇒     그러므로 는 를 나눈다.    (는 정수)

     ⇒      
     ⇒       
     ⇒      그러므로  는 를 나눈다 

     가 도 나누고, 도 나누므로, 는 서로소가 아니다!!   █
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유리수와 무리수의 개수 비교 

[정리] 유리수 전체의 집합 Q 는 자연수 집합과 대등하다.

 (증명) 양의 유리수 전체를 다음과 같이 배열한다.

              

   이것에서 화살표 방향의 순서대로 열을 만들면, 양의 유리수 전체는

                   

  로 나열할 수 있고, 여기에서 중복되는 것은 빼도 된다. 따라서 

  양의 유리수 전체는 자연수 집합 N 과 대등함을 알 수 있다.    █



한남대학교 수학과 김상배교수
- 9 -

[정리] 실수 집합 R 은 자연수집합과 대등하지 않다. (대각선논법)

 (증명) 개구간 에 속하는 모든 수는  ⋯ 와 같은 

 무한소수로 나타낼 수 있다. 만약 이 자연수집합과 대등하다면

                ⋯
  와 같이 수열로 나타낼 수 있다면   
                    →    ⋯
                    →    ⋯
                    →    ⋯
                    . . . . . . 

  에서 모든 에 대하여    if ≠ if    로 만든 실수

         ⋯은 구간에 속하지만 각 에 대하여 ≠이다.

   그러므로 구간 은 자연수집합과 대등하지 않다.   █
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복리계산에 나오는 신기한 무리수   

    

     lim→∞        
  

→ 
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미분하면 자신이 되는 함수 ′    
  ′   이 되는  찾기

     ′  lim→ 
    

           lim→     
     여기서      ⇔  
                        ⇔   
                        ⇔   
     여기서  → ⇒ → 임을 알고 있으므로   로 놓으면

                 → ⇒ →  (힌트:   로 치환)

     을 증명할 수 있다. 그러므로,   일 때  ′   이 된다. 
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변화율이 원래함수에 비례하는 함수 

              ′    이면 

  이 미분방정식의 해는      ( 는 상수 )임을 보일 수 있다. 


